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BEZEICHNUNGEN 

C, W~irmekapazit~it der in der Zeiteinheit durch den 
Regenerator strOmenden Gasmenge; 

C~, W~irmekapazitS.t der Speichermasse eines 
Regenerators ; 

F, W~irmeiibertragende Oberfl~iche der 
Speichermasse; 

j~ Oberfl~iche der Speichermasse zwischen 
Gaseintritt und der betrachteten Stelle des 
Regenerators; dient als L~ingskoordinate; 

f(~), Anf~ngliche Temperaturverteilung in der 
Speichermasse, ausgedrtickt als ~bertemperatur 
gegeniiber der Eintrittstemperatur ,91 des Gases; 

./i,/2 . . . . . .  [~ ... . . . .  IN, Werte yon f(~) an den 
Intervallgrenzen; 

J]~,./ib . . . . . .  l , , , j ,b  . . . . .  Werte von f{~)innerhalb der 
Intervalle an den ffir die GaufSscne Integration 
hervorgehobenen Stellen {Bilder 1, 3 und 4); 
Funktion von ~ oder {-~-, Kern der 
Integralgleichung (6); 
Nummer des betrachteten Intervalls; 
Gesamtzahl der Intervalle (Streifen in Bild 2, 3 
und 4); 
~bertemperatur der Speichermasse zu einer 
sp~iteren reduzierten Zeit t/; 
Nach der Gaul3schen Methode zu integrierende 
Funktion von e. 

K, 

n, 

N, 

t(~), 

y{(), 

Griechische Buchstaben 

q, 
A, 
H, 

TI, 

01, und 
,9], 

WS.rmetibergangskoeffizient, bezogen auf die 
Differenz zwischen der mittleren Steintemperatur 
und der Gastemperatur; 
Integrationsvariable, die unter dem Integral 
vertritt; 
reduzierte L~ingskoordinate nach GI. (1); 
reduzierte Zeit nach GI. (2); 
Liinge des Regenerators im reduzierten Mal3; 
Dauer einer Warm- oder Kaltperiode im 
reduzierten Mal3; 
Zeit; 

Eintrittstemperaturen der beiden Gase. 

EINLEITUNG: GRUNDLEGENDE BEZIEHUNGEN 

ES WERDE ein Regenerator mit einer gleichmfiBig verteilten 
Speichermasse der W~irmekapazit~it C, und der w~irme- 
tibertrageneden Oberfl~iche F betrachtet. Alle Stoffwerte 

der Speichermasse und der durch den Regenerator str6men- 
den Gase seien unabh~ingig vonder  Temperatur. Um den 
W~irmeleitwiderstand innerhalb der Speicherelemente zu 
berticksichtigen, werde mit einem auf die mittlere Stein- 
temperatur bezogenen Warmeiibergangskoeffizienten Y 
gerechnet, der ebenfalls konstant sei. Die beiden an der 
Wiirmeiibertragung beteiligten Gase treten abwechselnd an 
den entgegengesetzten Enden des Regenerators mit kon- 
stanter Temperatur 01 bzw. 0'1 ein. Die Lage einer Stelle 
innerhalb des Regenerators werde durch den Teil f der 
Speicheroberfl~iche gekennzeichnet, der zwischen dieser 
Stelle und der Stelle des Gaseintritts liegt, so dab f als 
Langskoordinate betrachtet werden kann. Ferner sei C die 
W~irmekapazitS.t der in der Zeiteinheit durch den Regenera- 
tor str6menden Gasmenge und ~ die Zeit. 

Unter diesen Voraussetzungen kann man den Tempera- 
turverlauf der Speichermasse und des Gases zu einer 
beliebigen Zeit als Funktion der beiden folgenden dimen- 
sionslosen Gr tiBen 

reduzierte L~ingskoordinate ~ = ~ f, (1) 

:?F 
reduzierte Zeit t /=  - - .  ~. (2) 

c~ 

darstellen. 
Zur Zeit r /=  0 sei eine Anfangstemperaturverteilung 

f(~)+,91 der Speichermasse vorgegeben, wobei f(~) die 
12Ibertemperatur gegentiber der Eintrittstemperatur oal des 
Gases bedeutet. Zu einer spiiteren Zeit r/, zu der noch 
dasselbe Gas durch den Regenerator str6mt, ist, wie schon 
friiher gezeigt wurde [1,2] die [Jbertemperatur t(~) durch 
die folgende Beziehung bestimmt: 

mit 

t(~) = f(~) e-  ~ + f ~  f(e)K(~ - e) de (3) 

K ( ~ -  e,) = e - ( ~  ~+~)~[~@eliJl{2ix/[(~-e)tl]}, (4) 

worin J1 die Besselsche Funktion erster Art und erster 
Ordnung kennzeichnet.* K(~-~.) kann auch weitgehend 

*Neuerdings schreibt man statt iJl(ix) auch ll(x). 
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BILD 1. Fiir die Gaul3sche 
Integration hervorgehobene 
Stellen a und b im Bereich 

A~. 

nach der asymptotischen Gleichung 

1 
K(~ - e )  = e - [ ,m-~ l - , / , ]~ .__  

x/4n ~[(~_~)3] ( 0,188 0,0293) 
x 1 ~/[(~_~)~] ( ~ - e ) . }  (s) 

berechnet werden. Bei x/[~-e)r /]  = 2 ist der Fehler dieser 
Gleichung bereits kleiner als 2% und nimmt mit wachsendem 
(~-~)~/rasch ab. 

Mit Hilfe der G1. (3) kann man nicht nur bei gegebener 
Anfangstemperatur die Temperaturverteilung zu einer 
sp~.teren Zeit ~/berechnen, sondern man kann daraus auch 
eine Beziehung fiir den streng periodischen Beharrungs- 
zustand ableiten, indem man die hier nicht naher zu 
er6rternde Umschaltbedingung hinzunimmt. Hierbei besteht 
die Aufgabe, die unbekannte Anfangstemperatur f(~) zu 
Beginn der Warm- oder Kaltperiode zu ermitteln. Zur 
Vereinfachung sei vorausgesetzt, daB, ausgedrfickt in den 
dimensionslosen Koordinaten ~ und t/, die reduzierte Re- 
generatorlfinge A. und die reduzierte Periodendauer H in 
beiden Perioden dieselben Werte haben. Dann gilt, wie 
schon friiher aufverschiedenem Wege gezeigt wurde [1 3], 
far den Beharrungszustand folgende Integralgleichung: 

,/(~) e - n +  f (  A - 4) + f~i ./(e,)K(~ -e),,:,~. d~: = .T~ -.9~, (6) 

worin Olund 0'1 wieder die e rw~n ten  Gaseintrittstempera- 
turen bedeuten. Durch L6sung dieser Integralgleichung 
kann die Temperaturverteilungf(~) zu Beginn einer Periode 
ermittelt werden. 

Zur Auswertung der Integrale in den Gln. (3) und (6) 
haben lliffe [4] und der Verfasser [2] unabh~ngig voneinan- 
der die Simpsonsche Regel angewendet. Im folgenden soil 
gezeigt werden, dab auch die GauBsche Integrations- 
methode eine M 6glichkeit der Auswertung bietet, allerdings 
nicht ohne eine zus~itzliche Komplikation. Es ist abet zu 
erwarten, dab durch die Anwendung dieser Methode die 
Genauigkeit gesteigert werden kann. 

DIE G A U B S C H E  I N T E G R A T I O N S M E T H O D E  

t)ber eine Funktion y(~) soll in einem vorgegebenen 
Bereich Ae integriert werden. Nach Gauss geniigt die 
Kenntnis der Werte dieser Funktion an einigen hervorge- 
hobenen Stellenim Bereich A~, urn den Integralwert mit 

grol3er Genauigkeit angeben zu k6nnen. Im folgenden sollen 
nut zwei solche Funktionswerte y, und Yb benutzt werden. 
Die Stellen a und b, an denen diese Funktionswerte inner- 
halb des Bereiches Ae festzulegen sind, sollen yon den 
Grenzen des Intervalles den Abstand 0,2113 &: haben 
(vgl. Bild 1). Dann ergibt sich der Wert des Integrals aus 
der einfachen Beziehung 

f f + ~'~ A~; Y0:) d~ = 2 (y" + Yh). (7) 

Diese Beziehung ist exakt, wenn die Funktion im Bereich 
Ae parabolisch verl~iuft. Sie gilt mit guter N~iherung, wenn 
die Abweichungen vom parabolischen Verlauf nur gering 
sind. 

A U S W E R T U N G  DER I N T E G R A L E  IN DEN GLN.  (3) U N D  (6) 
NACH D E M  G A U B S C H E N  V E R F A H R E N  

Wie bei Anwendung der Simpsonschen Regel oder auch 
der W~irmepolmethode [2] denke man sich ein Diagramm, 
in dem die Temperatur der Speichermasse abh~ingig yon 

= e tiber die ganze Regeneratorl~inge A aufgetragen ist, 
in N Streifen gleicher Breite Aa unterteilt (Bild 2). Das 

It  C 

~A¢ ~ AE ~ ~:nAE ~:A:NAE 

BILD 2. Aufteilung des Temperaturdiagramms des 
Regenerators in Streifen gleicher Breite AE. 

GauBsche Verfahren soil aufjeden dieser Streiten getrennt 
angewendet werden. Auch hier seien die hervorgehobenen 
Stellen a und b wie in Bild 1 dadurch bestimmt, dab sie yon 
den Grenzen des betrachteten Streifens den Abstand 
0,2113 A~ haben. Im n-ten Streifen seien die Anfangs- 
temperaturen an diesen Stellen mit .l~,a und J~,b, die ent- 
sprechenden Werte der Funktion K(c) mit K,a und K,b 
bezeichnet (Bild 3). Entsprechendes gelte fiir jeden anderen 
Streifen. Soll wie in den Gin. (3) und (6) von ~ = 0 bis 

= n. Ae, also fiber n Streifen integriert werden, dann folgt 

n - t e r  S t r e i f e n  

I I 
t , f ,  

tn_, , , ,~aAE 

I I 

BILD 3. Zur Ermittlung der innerhalb des n- 
ten Streifens liegenden Temperaturen J. .  und 
.l.b aus den Temperaturen f .  2, J.-1, f .  und 
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durch sinngemS, ge Anwendung von GI. (7): 

= n  E 

f ( e )K(~ -  r,). de 

At, 
-- [ ( f , .K.b+j ibK.a)+(f2~K. 1.bq-[2bKn 1,a) 

2 

+ . . .  + (f.-L.K2b +J~- ~,bK2o)+ (.[~,.K~b+j..bK~)]. (8)  

Eine solche Gleichung gilt f~r jeden Wert von C = n&: 
mit n =  1, 2, 3 usw., n~ihrend flit n = 0  der Weft des 
Integrals verschwindet. Damit  kann man  bei gegebener 
Anfangstemperaturverteilung und daher auch bekannten 
Werten v o n  fla, .fib, .[2a, J2b, f3a USW. nach G1. (3) die 
Endtemperaturen t(~) zu einer sp~iteren Zeit r/ an den 
Intervallgrenzen ~ = nAe berechnen. 

Die Ermitt lung des Beharrungszustandes hedarf zusO, tz- 
licher [3berlegungen. Denn es besteht zungchst die 
Schwierigkeit, dab im Integral nu t  die Temperaturen an 
den hervorgehobenen Stellen innerhalb der Streifen, in den 
beiden ersten Ausdri.icken von G1. (6) aber die Tempera- 
turen f(¢) und f ( A - ~ )  an den Intervallgrenzen auftreten. 
Die Zahl aller dieser Temperaturen,  die vor Best immung 
des Beharrungszustandes unbekannt  sind, ist etwa 3real 
so grog wie die Zahl der Bestimmungsgleichungen, die in 
der beschriebenen Weise aus GI. (6) unter Beriicksichtigung 
von G1. (8) gebildet werden kiSnnen. Diese Schwierigkeit 
kann man  nur dadurch beheben, dab  man  die innerhalb 
der Intervalle liegenden Temperatu ren f ~ , J ]  b,J2, usw. durch 
die Temperaturen J0, ./1, f2 usw. bis fN an den Grenzen der 
Intervalle ausdrtickt. Dies kann mit sehr guter NSherung 
durch eine Interpolationsgleichung 3. Grades in folgender 
Weise geschehen. 

Im n-ten streifen (Bild 3) sollen die Temperaturen .)'~,, und 
f,b aus den Temperaturen .[,-z, .[~, 1, .[~, und .[,+1 an den 
lntervallgrenzen ermittelt werden. Legt man nun eine die 
Gleichung 3. Grades der Art 

f = a + b  
i a~ + a~ \ & !  

so lest, dab sic die Temperaturen f ,  2, f .  ~. f~ und f~+~ 
wiedergibt (s. Bild 3), dann kann man aus dieser Gleichung 
f . .  undG~ berechnen. Hierbei ist es ratsam, den Nullpunkt  
yon UAe, in die Mitte des n-ten Streifens zu legen, sodass 
nach Festlegung der Konstanten die Rechnung nur noch 
fiJr ~:/Ae = 0,5 - 0,2113 = 0,2887 und ~/A~: - -- 0,2887 d urch- 
zuffihren ist. Man erhalt in dieser Weise: 

f ~ , = - 0 , 0 4 9 7 f ,  2+0,8544f~ ~ 

+ 0 ,2289 f , -  0,0336f,+ ~ (9) 

J~.~ = - 0,0336f,_ 2 + 0,2289J, t 

+ 0,8544f, - 0,0497f, + t. (10) 

Ftir den 1. und letzten Streifen, die an den Enden des 
Regenerators liegen, muB man das Verfahren sinngem~il3 
wie folgt ab~ndern. Um J~, und .[~ zu ermitteln, legt man 
die durch die vier TemperaturenJ~,  .1~, .[~ und J3 verlaufende 
Kurve 3. Grades lest (BUd 4). Daraus  erh~ilt man fLir den 1. 
Streifen 

f~, =0,6557jo+O,5270fx-O,2324J~+O,0497[3 (11) 

Ja~ = 0,0943fo+ 1,0562j] -o ,1842J~+0 ,0337j ; .  (12) 

Entsprechend crgibt sich far den letzten der N Streifen 

fu ,  = 0,0337./N_3--0A842./N 2 
+ 1,0562JN ~ +0,0943J~, (13) 

i I /3 

I i 

,o 
r,o ,. 

I I 

4-a  ',--. 
I I 

~:0 ~=AE 2AE 3AE 

B]t,D 4. Bes t immung  v o n / ) ,  und./]b im 
ersten Streifen. 

JNb -- 0,0497JN_ 3 - -  0,2324J~, 2 

+0,5270J~. 1 +0,6557fN- (14) 

Durch Einsetzen all dieser Beziehungen in G1. (8) fiJr das 
Integral erh~ilt man  schlieBlich aus GI. (6) N + 1 Gleichungen 
zur Best immung der unbekannten Temperaturen f0, f l ,  f2 
usw. bis./N im Beharrungszustand. 

Die zuletzt entwickelten Beziehungen (9) bis (14) kiSnnen 
auch bei Benutzung von GI. (3) niitzlich sein, z.B. wenn 
die Anfangstemperaturen f0, f~, f2 usw. gegeben sind und 
man  zur Anwendung des GauBschen Verfahrens die ent- 
sprechenden Zwischentemperaturen f l , ,  fib, ,[20, J2b usw. 
ermitteln mug. Vor allem kommt  aber ein solches Vorgehen, 
das nicht den Beharrungszustand voraussetzt, in Frage, 
wenn man nach G1. (3) die Temperaturvertei lung am Ende 
einer Periode ermittelt hat und man danach das beschriebene 
Verfahren auch auf die Berechnung der neuen Periode 
anwenden will. Denn am Ende der zuvor berechneten 
Periode hat man zun~ichst die Temperaturen to, tl, t2 nsw. 
an den lntervallgrenzen, nicht aber die ftir die GauBsche 
Methode bent~tigten Zwischenwerte t l , ,  t~b, t2a, tz~ usw. 
erhaltcn. 

S C H L U  B B E M E R K U N G  

Die beschriebene Art der Anwendung der GauBschen 
Integration di_irfte auch bei verhS, ltnism~igig geringer Strei- 
fenzahl zu Ergebnissen hoher Genauigkeit  fiihren. Inwieweit 
aber dieses Verfahren trotz der Komplikation, die durch 
die Gin. (9) bis (I4) hinzukommt,  gegenijber anderen 
bekannten Verfahren Vorteile zu bieten vermag, wird nur  
dutch die bei praktischer Anwendung zu gewinnende 
Erfahrung cntschieden werden ki3nnen. 
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